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3.7 Написать уравнение нормали к кривой 
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3.8 В какой точка кривой 
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 касательная составляет с осью абсцисс угол 
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3.9 Определить угловой коэффициент касательной к кривой 
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3.10 Составить уравнения касательных, проведенных из точки М(1;-3) к параболе 
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Задание 4. Провести полное исследование функций и построить их графики.
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[image: image17.wmf]§1. Понятия производной и дифференциала

Производной функции 
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 в точке x (производной первого порядка) называется предел отношения приращения 
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Если этот предел конечный ,то функция 
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В точке x; в противном случае ( т.е. если он не существует или равен бесконечности) – недифференцируемой. В том случае, когда предел есть бесконечность, говорят, что функция 
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 имеет в точке  x бесконечную производную.

Дифференциалом dy функции 
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 (дифференциалом первого порядка) называется главная часть ее приращения, пропорциональная приращению 
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Дифференциал любой дифференцируемой функции 
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 равен произведению ее производной на дифференциал независимой переменной:

dy=y/ (x)dx.   (1)

Соотношение (1)остается в силе и тогда, когда x есть функция другого аргумента – в этом заключается инвариантность формы первого дифференциала.
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т.е. производная первого порядка функции 
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 равна отношению первого дифференциала функции к дифференциалу ее аргумента.
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Задание № 1   Пользуясь определением производной, найти производную функции     у=3x-5

Решение.    Найдем приращение функции   
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Задание №2      Пользуясь определением производной, найти производную функции  у = 4х2-6х+2

Решение.    Найдем приращение функции      
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 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]
Задание №3    Пользуясь определением производной, найти производную и дифференциал функции y=
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Решение. Найдем приращение функции y=
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Задание 2. Найти дифференциалы указанных порядков от данных функций.


2.1 Найти 
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2.2 Найти 
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2.5 Найти 
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2.6 Найти 
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2.7 Найти 
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2.8 Найти 
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2.10 Найти 
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Задание 3. 
3.1 Найти угол наклона к оси абсцисс касательной к гиперболе 
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3.2 В какой точке кривой 
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 касательная перпендикулярна к прямой 
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3.3 Найти точку на кривой 
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, касательная в которой перпендикулярна к прямой 
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3.4 Найти точку на кривой 
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3.5 Найти расстояние от вершины параболы 
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3.6 Написать уравнение касательной к кривой 
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По Формуле (1) находим дифференциал функции:
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]dx
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Подставляя в выражение для y значение x=5, получим 
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§ 2. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ.

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ОСНОВНЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

Основные правила дифференцирования 

Для производных: 
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Для дифференциалов:
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Здесь С=const, a 
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Таблица производных основных элементарных  функций
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Задание№1    Найти производные функции:
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      2)
[image: image130.wmf](
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3) 
[image: image131.wmf]x

x

y

arccos

2

1

-

=

;                   4)
[image: image132.wmf]n
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Решение. 1) Запишем данную функцию следующим образом:

               

[image: image133.wmf]3
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2 ) у=
[image: image134.wmf](
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                                         2)y=
[image: image135.wmf](
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3) у=
[image: image136.wmf]5
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                                                         3)y=
[image: image137.wmf]2
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4) у=extgx                                                              4)y=x2tgx
5) y=5x(x6+10x)                                                      5)y=3x(x5-sinx)
6) y=
[image: image138.wmf]x

e
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ln
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-

                                                            6)y=
[image: image139.wmf]x
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Задание № 3: Найти производные сложных функций

1) у=sin(8x+2)                                                       1) y=sin(5x-4)

2) y=(6x-4)3                                                                         2) y=(8x-5)5
3) y=5cosx+2x                                                                       3) y=6sinx-2x   
4) y=ln
[image: image140.wmf]x

x

2

3

-

                                                                                    4) y=ln
[image: image141.wmf]2

4

6

x
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5) y=cosx5                                                                       5) y=sinx7
6) y=
[image: image142.wmf]x

x

+

2

                                                        6) y=
[image: image143.wmf]x

x

+

3


7) y=
[image: image144.wmf]3

5

4

2

x

-

                                                            7) y=
[image: image145.wmf]3
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Контрольная работа
Задание 1. Найти производные от функций.

	1.1
	а) 
[image: image146.wmf]3
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;
	б) 
[image: image147.wmf]2
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	г) 
[image: image148.wmf]x
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	д) 
[image: image149.wmf]x
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	1.2
	а) 
[image: image150.wmf]5
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;
	б) 
[image: image151.wmf](
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	г) 
[image: image152.wmf]x
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	д) 
[image: image153.wmf]0
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;
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12. 
[image: image154.wmf]x
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                             12. 
[image: image155.wmf]x
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13. 
[image: image156.wmf]5
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                           13. 
[image: image157.wmf]3
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14. 
[image: image158.wmf]3
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                              14. 
[image: image159.wmf]3
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15. 
[image: image160.wmf]4
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                             15. 
[image: image161.wmf]3
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16. 
[image: image162.wmf]x
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       16. 
[image: image163.wmf]6
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Практическая работа
Дифференцирование
Задание № 1: Вычислить производную по определению

I вариант                                              II вариант

1) у=2х-1                                               1) у=6х-2

2) у=6х2-4х+2                                       2) у=7х2+5х-4

3) у=4х-х3                                                                    3) у=5х+х3
4) у=
[image: image164.wmf]4

3

+

x

                                        4) у=
[image: image165.wmf]2

5

-

x


Задание № 2: Найти производные произведения и частного.

1) у=(2х+5)(7х+4)                                  1) y=(6x+7)(8x-2)
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 Тогда, используя правило дифференцирования алгебраической суммы функций и формулу 1, получим
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 2) воспользуемся правилами дифференцирования произведения и суммы, а также формулами  I и III
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3) используя правила дифференцирования частного и суммы, а также формулы I и VII находим
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4) здесь используя правила дифференцирования суммы и произведения , а также формулы I. X и XV
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§3. Дифференцирование сложной функции

Функция называется сложной, если ее аргумент сам является функцией.

Пример:  sin (x)   ---  sin(2x+3)

Пусть y=y(u) и  u=u(x)- дифференцируемые функции. Тогда сложная функция y=y(u(x)) есть также дифференцируемая функция, причем 

y/x=y/u *u /x или 
[image: image170.wmf]dx

du

du

dy

dx

dy

´

=


Это правило распространяется на цепочку из любого конечного числа дифференцируемых функций: производная сложной функции равна произведению производных функций, ее составляющих.

№1. Найти производные функций:

1) y=ln(x3-3x2+4x);     2)y=cos2
[image: image171.wmf]6

x


Решение 1) Положим y = ln u, где u=x3-3x2+4x. Тогда по формуле (1) найдем 

y/x=yu/
[image: image172.wmf]´

u/x=
[image: image173.wmf]u

1

(3x2-6x+4)=
[image: image174.wmf]x
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2) Полагая y=u2, u= cos
[image: image175.wmf]u

, 
[image: image176.wmf]u

=
[image: image177.wmf]6

x

, получим

y/x=y/u
[image: image178.wmf]´

u/
[image: image179.wmf]u



 EMBED Equation.3  [image: image180.wmf]´


[image: image181.wmf]u

/x=2 u (- sin
[image: image182.wmf]u

)
[image: image183.wmf]3
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2. 
[image: image184.wmf]4
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3. 
[image: image186.wmf]x
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6

3

+

=

x

y

                                  6. 
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7. 
[image: image194.wmf]x
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[image: image195.wmf]x
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[image: image196.wmf]3
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[image: image197.wmf]3
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9. 
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[image: image199.wmf]x
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[image: image200.wmf]x
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	5) 
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x

y

sin

-

=


	7) 
[image: image209.wmf]x
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[image: image212.wmf]tgx
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Самостоятельная работа
Производная сложной функции

В-I                                                  В-II
Вычислить производную сложной функции:

1. 
[image: image216.wmf])
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§4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

[image: image1.wmf]x

tg

y

5

6

=

Производная функции y=y(x) при данном значении аргумента x=x0 равна угловому коэффициенту касательной, проведенной к графику этой функции в точке с абсциссой x0  и ординатой 
[image: image218.wmf])
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[image: image219.wmf]a
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.

Уравнение касательной к графику функции y=y(x)в точке M0 (x0 ; y0) имеет вид 
y-y0=y/(x0)(x-x0).  (1)

Если y(x) имеет при x=x0 бесконечную производную, то уравнение касательной таково:                                                     x=x0.
Уравнение нормали, т.е. прямой проходящей через точку касания M0 (x0;y0) перпендикулярно касательной, записывается в виде 


[image: image220.wmf]).
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  (2)
№1     Составить уравнение касательной и нормали к параболе y=2x2-6x+3 в точке M0 (1;-1). 

Решение. Найдем производную функции y=2x2-6x+3 при x=1. Имеем y/=4х-6, откуда y/(1)= -2.

Воспользовавшись уравнением (1), получим исконное уравнение касательной:

у - (-1) = -2(x-1),   2x+y-1=0.
Уравнение нормали получим, используя уравнение (2):


[image: image221.wmf]),
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или     
[image: image222.wmf]0
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№2     Найти  координаты точки касания  касательной  к параболе у=3х2-4х-6, если касательная параллельна и перпендикулярна   прямой    4х-2у+6=0   
9

Решение.     Найдем коэффициент прямой     по формуле  
[image: image223.wmf]В
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[image: image224.wmf]2
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Найдем коэффициент  касательной    по формуле               
[image: image225.wmf])
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[image: image226.wmf]4

6

-

=

х

К

КАС


По условию параллельности прямых   
[image: image227.wmf]ПР
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К
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=

,  получаем уравнение

6х-4=2

6х=6

х=1

подставляем значение х  в уравнение параболы  у = 3∙(1)2 - 4∙(1) -6 = 3 – 4 – 6 = -7
Ответ   А(1; -7)
№3    Найти  координаты точки касания касательной к  параболе у=3х2-6х+2, если касательная перпендикулярна   прямой    2х+12у+3=0    

Решение.     Найдем коэффициент прямой     по формуле  
[image: image228.wmf]В
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[image: image229.wmf]6
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Найдем коэффициент  касательной    по формуле               
[image: image230.wmf])
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                                     ККАС  =6х-6
 по условию перпендикулярности  
[image: image231.wmf]Кпр
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 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]     получаем 
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6. Найти силу F, действующую на материальную точку массы 3 кг, которая движется по закону S = sin2t, при t = π/8

Самостоятельная работа

Формулы дифференцирования

Вычислить производные функций с помощью формул дифференцирования
I вариант                                                    II вариант

	1) 
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5

4

2

+

-

=

x

x

y


	1) 
[image: image234.wmf]1

6

8

2

-

+

=

x

x

y
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	3)
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[image: image238.wmf]6

3

4

7

6

5

2

7

x

x

x

y

+

-

=
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	4) 
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Вариант № 2 

1. Найти производную функции:
 у = х3 ( 4х - 3 )
             
[image: image241.wmf]1
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[image: image242.wmf](
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              у = sin 4 x cos2х 
y = ln(3 sinX)                     y = cosx2 · ln 4x
2. Найти уравнение касательной к кривой у = х2 - 2 в точке, абсцисса которой равна 2.

3. Найти координаты точки касания к кривой у = х2, если касательная параллельна прямой у - 2х + 5 = 0.

4. Написать уравнение касательной и нормали к кривой у = 2х2 + 5х - 2, в точке с абсциссой х = -3.

5. Движение точки совершается по закону S = t2 - 4t + 5. В какой момент времени тело остановится.
14
уравнение

6х-6=6

6х=12

х=2

подставляем в уравнение параболы у=3х2 -6х +2 значение х        

получим                                      
у=3(2)2-6(2)+2=2

Ответ     В(2;2)

§5. МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

Производная 
[image: image243.wmf](
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y

¢

от функции y=(x), вычисленная при значении аргумента 
[image: image244.wmf]0

x

x

=

, представляет собой скорость изменения этой функции относительно независимой переменной x в точке  
[image: image245.wmf]0

x

x

=

.

В частности, если зависимость между пройденным путем s и временем t при прямолинейном движении выражается формулой s=s(t),то скорость движения в любой момент времени t есть 
[image: image246.wmf]dt

ds

 (первая производная от пути), а ускорение (т.е. скорость изменения скорости движения) есть
[image: image247.wmf]2

2

dt

s

d

  ( вторая производная от пути или первая производная от скорости)

Задание №1   Точка движется прямолинейно по закону  
[image: image248.wmf]t
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(s выражается в метрах, t –в секундах). Найти скорость и ускорение движения через 1 с после начала движения.

Решение. Скорость  прямолинейного движения равна производной пути по времени:


[image: image249.wmf]υ(t)=
[image: image250.wmf]1
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dt

ds

.
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Отсюда υ(1)=4(м/с).
Ускорение прямолинейного движения равно второй производной пути по времени:


[image: image251.wmf](
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dt
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,

и, следовательно, a(1)=6(м/с2).

Задание   № 2   Тело массой 6 кг движется прямолинейно по закону s=t2+t-2

Найти кинетическую энергию тела (0,5 mv2)  через 2сек после начала движения.

Решение.        
Скорость  прямолинейного движения равна производной пути по времени:


[image: image252.wmf]υ(t)=
[image: image253.wmf]1
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[image: image254.wmf]υ(2)=2х2+1=5(м/с)

Е=0,5х6х52=3х25=75(дж)

12 

Контрольная работа

Вариант № 1

1. Найти производную функции:
                         y=  x2 (3x-2)              
[image: image255.wmf]1

1

3

2

2

+

+

+

=

x

x

x

y



                
[image: image256.wmf](
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          y = sin3 x · cosx
                           у = ln(2 cos x)              y = sin2x · ln 3x
2. Найти уравнение касательной к кривой у = 4х3 + 4х - 3 в точке, абсцисса которой равна    -1.
3.  Найти координаты точки касания к параболе у = х2 + 5х - 2, если
касательная параллельна прямой    х + у - 2 = 0.

4.  Найти координаты точки касания к кривой у = 2х2 + 5, если
касательная перпендикулярна прямой 2х + 4у --8 = 0.

5.  Движение точки задано уравнением S = t2 - 4t + 5. В какой момент
времени скорость будет равна 0.

6. Найти силу F, действующую на материальную точку массы 6 кг, которая движется прямолинейно по закону S = 2t3 - t2 , при t = 2, (где F=m·a)
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